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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ВЗАИМОСВЯЗИ
ПОВЕРХНОСТНЫХ И ГРУНТОВЫХ ВОД

Целью исследований являлось создание математической модели, описывающей
взаимосвязь поверхностных и грунтовых вод, и установление ее адекватности. Так как
проблема установления взаимосвязи поверхностных и грунтовых вод в задачах мелио-
рации, инженерной гидрологии возникает достаточно часто, то проведение полевых ис-
следований, позволяющих установить эту взаимосвязь, является трудоемким и дорого-
стоящим мероприятием. Поэтому актуальной задачей является разработка математиче-
ской модели, адекватно описывающей эту взаимосвязь. Используя уравнение водного
баланса, формулу Шези, Дарси, формулу для уровня грунтовых вод и выражение
для уклона водной поверхности было произведено разбиение зоны грунтовых вод
на конечное число элементов, и определена средняя скорость фильтрационного потока,
взаимодействующего между рекой и грунтовыми водами. Численная проверка резуль-
татов моделирования произведена на основании данных, полученных при полевых ис-

следованиях на участке реки Маныч в районе хутора Тузлуков. Некоторые параметры,
используемые в модели, были определены опытным путем по результатам исследова-
ний комплексной гидрогеологической экспедиции. В процессе моделирования были со-
ставлены алгоритм и программа расчета выклинивающегося расхода грунтовых вод

для рассматриваемого участка реки. На основании результатов моделирования постро-
ен гидрограф выклинивания грунтовых вод в русло реки на участке р. Маныч в районе
х. Тузлуков. Как показано в работе, гидрограф выклинивающихся расходов, построен-
ный по результатам моделирования мало отличается от гидрографа, построенного
по опытным данным. В результате апробации разработанной математической модели,
показано соответствие между теоретическими и опытными данными с коэффициентом
детерминации равным 88,63 %.

Ключевые слова: мелиорация, математическая модель, грунтовые воды, река,
русло, сечение, фильтрация, аэрация, гидрограф.
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Введение. Зачастую при решении мелиоративных задач возникает

необходимость учета взаимодействия поверхностных и грунтовых вод.

При этом процесс взаимодействия имеет сложный характер, обусловлен-

ный болышим количеством разнообразных параметров. Сюда относятся,

в частности, неоднородность строения почвогрунтов в районе выклинива-

ния, асимметрия водоносных пластов речной долины, изменчивость уровней

воды в реке во времени и по длине, колебания горизонтов грунтовых вод'.

Один из главных параметров, определяющих это взаимодействие —

уровни грунтовых вод и воды в реке, влияющие как на интенсивность

движения, так и направление потока [1-3], т. е. фильтрацию из реки или

выклинивание грунтовых вод.

Материалы и методы. При обработке статистических данных при-

менялись методы математической статистики и анализа. При математиче-

ском моделировании процесса учитывался опыт иностранных специали-

стов [4]. В работе использованы материалы, полученные в ходе полевых

исследований на участке р. Маныч в районе х. Тузлуков.

Представив участок реки в виде линейного оператора, запишем

для него уравнение водного баланса [5]:

1 @Васильев, С. М. Повышение экологической безопасности способов орошения
для формирования устойчивых агроландшафтов в аридной зоне: дис. ... д-ра техн. наук:
06.01.02 / Васильев Сергей Михайлович. — Волгоград, 2006. — 388 с.

2
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б п+Р +0° -О° +(Х -Е )- Е 1Й —9]'_1—@]'_'_9]'_'_ ]°+9]° —@]'_'_( л і). 7° ()

где И/, — количество воды в }-м участке, м;

{ — время, с;

а\/,
/

а
— полная производная количества воды в _і-М участке по времени,

3м”/с;

О, ,, ©О, — расходы воды, выходящие из ] — 1 и /-го участков соответст-

З/..венно, м`/с;

` 3@]Г — взаимодействие с грунтовыми водами, м”/с;

Р, — боковой поверхностный приток;

Сб н - 3,О;’ — поверхностный сброс в реку на /}-м участке, м`;

: 3О’ — водозабор из /-го участка, м`;

Х ‚ Е, — интенсивность осадков и испарения с водной поверхности;

2
Е, — площадь водного зеркала, м’.

Принимая участок реки, изображенный на рисунке 1 призматиче-

ским (длина участка 400 м, ширина в верхнем и нижнем створах соответ-

ственно 64,5 и 65 м, средняя глубина 2,5 м), можно записать выражение

для объема воды на }-м участке:

ЬіИ]]' =Ё(Ю]'—1 +(О]')з

где Г, — протяженность участка, м;

2
о ОЭ]. — площади поперечного сечения на границах участка, м.

„1

Для определения расхода воды воспользуемся известной формулой

Шези [6]:

9].=оэ.-С]. К) -1,, (2)
/

где С, — коэффициент Шези;
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(Э.

К, = — — гидравлический радиус, м;
Х,

х ‚ — смоченный периметр потока, м;

1, — уклон водной поверхности.

Рисунок 1 — Участок р. Маныч в районе х. Тузлуков, на котором
проводились исследования

В рассматриваемом случае уклон водной поверхности выражается

следующим образом:

г = За 22“ — (3)
л

где й,, Й, — глубина в / — 1 и }-м створах, м;

7 д› 6) — отметка дна в / — 1 и )-м створах, м.

В качестве основной для живого сечения потока примем форму тра-

пеции, для которой:

Й,
о, =Ь].И].(1+Ь—’с[33].)

Л ’

Х, = В, + 2Л,/5ю В,
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где Б, — ширина русла по дну, м;

В, — угол откоса берегов русла реки.

Для широких русел (Б, >> й, ), которыми являются большинство рек,

определяя параметры, воспользуемся средней шириной потока — В,, пола-

гая в общем случае В, =ф/Л,, ф, — некоторый коэффициент пропорцио-

нальности.

Тогда:

— т _ 2@, = В Й, }ИЛИ @) =Ф) / } . (4)
Х.=Ё].+2;1]— Х]—=(2+(Р]-)Й,'л

Подставив выражение для уклона водной поверхности (3) в формулу

Шези (2), получим:

О = оС. © ,(Л, —Й, + 2 , —2].).
/ Л Хі[#і

В полученную формулу подставим систему (4), тогда для определе-

ния расхода в }-м створе будем иметь:

3
3 2

4)› (5)О, =Ф?С, — |No -Й + 7 -,/ 5— (2+(Р]-)Ь]-\/]1 / — /

а ДЛЯ объема воды на участке:

[‘1' 2 2у =Ё((р].і1]. +Ф ). (6)

Полученные выражения (5) и (6) подставим в уравнение (1), полагая,

что Ф ® Ф,):

СЛ/ЪЁ 2С}` % % Га (п2, — й)) йу —Й, + А7, + О, + Р, +

Г/2 +Ф

2

Сб В С{И}-_1
+9]' —9]'+(Х]°—Е]°)'Р]°— й , (7)
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где АХ]. = 2]._1 — 2]. — разница отметок дна верхнего и нижнего створов.

1 6) 3

2 — — 1л)2 2 — )4Введем обозначение Л; = у, => Й, = у? —› й? = у*, тогда уравне-

ние (7) примет следующий вид:

4, — 2С, Е
/ /=— ()%, - у%)х

а 5 л
ЬЁ1/2+(р].

1 1

х||у2, — у) +А7,+0; + Р +07 -0 +(Х) -Е Е, —
ау —

8р (3)

Необходимо отметить, что в формуле (8) для медленного изменения

уровней воды при неустановившемся течении условно принимается уста-

новившееся движение.

Рассмотрим вертикальное сечение прилегающей к руслу территории

(зона грунтовых вод), состоящей из конечного числа элементов последова-

тельно соединенных между собой, для каждого из которых средний уро-

вень грунтовых вод можно принять горизонтальным. Для определения

средней скорости фильтрационного потока воспользуемся известной фор-

мулой Дарси [|7]:

а7,

и —К
где И, — средняя скорость потока грунтовых вод, м/с;

К — коэффициент фильтрации, м/с;

а7
— — градиент напора грунтовых вод.
а!

ДЛЯ влагообмена между смежными элементами зоны грунтовых вод

можем записать:

Л/.КАГ + К..
07 ! ф1 Н (21%1-4_1 —ХЁі)‚ (9)

(А, + А1,>°Чі — Кпі

. . „м -Згде д, — расход воды между смежными элементами (из 7-го в 7 + 1-й), м”/с.

К . — коэффициент пропорциональности, характерный для грунта
ш
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на участке р. Маныч в районе хутора Тузлуков и полученный в результате

полевых исследований.

К ., — коэффициент фильтрации для г1-го и 1 + 1-го элементов, м/с;фФг +1

А/ ., — толщина элементов, м;1

21—....„ — уровень грунтовых вод в элементах, М.

ДЛЯ объема влаги в 1-м элементе, учитывая, что поры под уровнем

грунтовых вод полностью заняты ВОДОЙ‚ получим:

И, = 7 М(-а,), (10)

: 3где И, — объем воды в !-м элементе, м`;

А
@, — относительный объем скелета почвогрунтов, @, = В

З.Л, — объем скелета грунта, м`;

АУ, — полный объем элемента, м`.

Рассмотренное вертикальное сечение прилегающей к руслу террито-

рии, представлено на рисунке 2.

‘4//'—7

И,

2/7_7 [7/&\ ]/7 И/,‹„ —
и

У лы

0 Л / 51 4 /, А ы 0

Рисунок 2 — Схема грунтовых вод, представленная
в виде последовательности элементов

Тогда для 1-го элемента уравнение водного баланса выглядит сле-

дующим образом:

а\\.,
— =(.,—-д,+4, 11а[ Ч1—1 Ч: Ч: ( )

где а; — влагообмен грунтовых вод с зоной аэрации.
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В общем случае влагообмен грунтовых вод с зоной аэрации является

функцией влажности зоны аэрации: @; = /(Ф,), гдеф, — влажность зоны

аэрации. Функция зависимости потока от влажности зоны аэрации опреде-

ляется параметрами почвогрунтов [8].

Подставив в уравнение (11) выражения для потока (9) и объема вла-

ги (10), получим формулу для уровня грунтовых вод 1-го элемента:

И . К ‚АГ. КАГ КА. . .а Г/ — 1 [ХЁі(КШ'_1 Ф [1—1 Т Ф21 [1 + К...' Ф1А[1 Т КФ1+1%[1+1 ) +
@а — М(-о,) (МА (М; + М.

+К. КФі—1А1і—1 +КФ1'А11' 23_ —К . КФіА]і + КФ:'+1А[1'+1 23 +Ч°а]-
" (МА О“О (МА

Взаимодействующий поток между рекой и грунтовыми водами

на }-м участке можно представить в виде:

г :No(у. - 7гм)Г.,.
/ А[„ л /

По изложенной выше модели были составлены алгоритм и програм-

ма расчета выклинивающегося расхода грунтовых вод для рассматривае-

мого участка реки.

Решение системы обыкновенных дифференциальных уравнений вы-

полняется методом Рунге — Кутта [9, 10]. Для численной проверки модели

были использованы данные, полученные в результате полевых исследова-

ний на участке р. Маныч в районе х. Тузлуков (таблица 1) сотрудниками

РосНИИПМ.

Таблица 1 — Данные полученные в результате полевых исследований
на участке р. Маныч в районе х. Тузлуков

Т, сут 1 | 2 |3| 4 | 5 |6| 7 | $ |9| 10 | 11 | 12 | 13 | 14 | 15
О, м`/с 6,2 | 5,8 | 6 | 5,4 | 4,9 | 5 | 3,8 | 4,5 | 4 | 4,6 | 5 | 4 | 3,8 | 4,4 | 3,4

Продолжение таблицы 1
16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29 | 30
4,2 | 4,2 | 3,6 | 2,9 | 2,5 | 2,85 | 2,85 | 2,5 | 2,6 | 2,65 | 2 | 2,9 | 2,3 | 2,1 | 2,1
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Для построения гидрографа выклинивания грунтовых вод в русло

реки на участке р. Маныч в районе х. Тузлуков использовались данные

представленные в таблице 2.

Таблица 2 — Данные полученные с помощью созданной
математической модели

Т, сут 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12 | 13 14 | 15
О, мус |5,9 | 5,7 | 5,6 | 5,4 | 5,2 | 5,0 [ 4,9 | 4,7 | 4,6 | 4,4 [ 4,3 [ 4,1 | 4,0 | 3,8 |3,7

Продолжение таблицы 2
16 17 18 19 20 | 21 22 23 24 25 26 | 27 28 29 30
3,6 | 3,5 | 3,3 | 3,2 | 3,1 | 3,0 | 2,9 | 2,8 | 2,7 | 2,6 | 2,5 | 2,4 | 2,3 | 2,2 | 2,1

На рисунке 3 приведен гидрограф выклинивающихся расходов воды,

полученный методом водного баланса [11] и рассчитанный по созданной

математической модели.

О
, 

м`/
с

10

Х -фактический

15

Т, сутки

20

—-Ф расчетный

25 30

Рисунок 3 — Гидрограф выклинивания грунтовых вод
в русло реки на участке р. Маныч в районе х. Тузлуков

Параметры, используемые в модели, были определены опытным путем

по результатам исследований комплексной гидрогеологической экспедиции.
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На приведенном графике видно, что рассчитанный по математической моде-

ли гидрограф выклинивающихся расходов мало отличается от фактического.

Найдем коэффициенты полиномиального уравнения регрессии вто-

рого порядка вида у =а+Бх+сх” из системы уравнений вида:

а:п+Ь:Ух+с:Ух = У у

а:У\х+Ь-У х +с: )х = У\х:у

а)х +Ь: Х х +с: х = У х”су

Получаем: а = 0,0018 ; 5 = —-0,185; с = 6,0933.

Таким образом, получаем уравнение регрессии:

у = 0,0018х” — 0,1857х + 6,0933.

Найдем среднюю ошибку аппроксимации по формуле:

У» - »/ ,
Й

А = -100 %,

где у, — расчетное значение, полученное по уравнению,

У, — фактическое значение;

п — объем выборки.

Так как А =8,59 % < 15 %, то полученное уравнение можно ис-

пользовать в качестве регрессионной модели.

Проверим значимость модели регрессии используя Р — критерий

Фишера. Фактическое значение Р =2,19, а критическое (табличное)

Е„ = 3,34 при 5% уровне значимости.

Так как Р < Р —> 219 < 3,34, то с вероятностью 95 % уравнение

в целом является статистически значимым. Коэффициент детерминации

2равен & = 88,63 %.

Выводы.

1 Установлена математическая взаимосвязь процесса взаимодейст-

вия поверхностных и грунтовых вод.
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2 Составлены алгоритм и программа расчета выклинивающегося

расхода грунтовых вод для участка р. Маныч в районе хутора Гузлуков.

3 Произведена численная проверка результатов моделирования с по-

мощью параметров, определенных опытным путем по результатам иссле-

дований комплексной гидрогеологической экспедиции.

4 На основании результатов численного моделирования построен

гидрограф выклинивающихся расходов грунтовых вод для указанного вы-

ше участка реки, который близко совпадает с гидрографом, созданным

на основании эмпирических данных.

5 На основании статистического анализа соответствия теоретических

и эмпирических данных, сделан вывод об адекватности полученной полу-

ченной математической модели взаимодействия поверхностных и грунто-
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